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(Представлена кафедрой высшей математики Томского политехнического института)
Решение симметричной задачи для  бесконечно тонкой немагнитной 
пластинки было получено Ю. К. Федосенко [1] в  1965 г. Впервые з а ­
дача была поставлена Штейдингером [2], затем рассматривалась
А. Б. Сапожниковым [3], но решений, пригодных для вычислений, не 
было получено.
Мы будем рассматривать  ферромагнитную пластинку,  поперечное 
селение которой образует область [ — — <  z <  +  — ) с магнитной
2 2
проницаемостью р, проводимостью а, движующуюся с постоянной ско­
ростью v в положительном направлении оси ОХ.
Рассмотрим следующие три случая.
§ 1. Металлическая  пластинка движется в постоянном поле двух 
одноименных полюсов, расположенных на расстоянии h по обе стороны 
от поверхности пластинки,  рис. 1. Обозначим через и — А составляю-
f о
щую вектор потенциала А по оси OY в области _  — <  z <  —
2 2g
составляющую первичного поля в области z > — . и~  — составляющую
2




U+ - B  области >  — ,
2
и~~ — в области z <  — — .
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В случае линейного магнита:

























где 0) =  4'тсаии* IO-9 .
Допустим, что внешняя среда по отношению к пластинке — воздух 








На границах смежных сред имеют место условия:
Решение поставленной задачи будем искать в виде интегралов Фурье;
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и (х,а) =  f [А(а, z)COS ах +  В г)sin ах] da, <  <  — (7)
ц -  (x, z) =  f [ A -  (a, z) cos (XX +  B -  (a, z) sin XX] dx. z <  — — . (8)
O
Подставляя интегралы в уравнения (I) — (3) и используя единствен­
ность представления интегралом Фурье (см. [4]) получаем уравнения:
(PA + d 2B +
— - A l - O .  —  — в *  - 0 ,  (9)
dJ Y  -=  О, T O 1 ' = 0 ,  (10)dz-
L J - - O 2A-OimB =  0, —  — a2ß  +  ашД =  0. (11)
¢/22 ¢/22
Частными решениями уравнений (9) и (10) являются выражения
g
F x p ( +  az)  и е х р ( — az), но для верхней среды г > — только второе
2
8дает ограниченное решение, а для нижнеи г <  только первое,
2
так что будем иметь:
A +Л,г) =  Ci+ (а) е " “ , В (12)
Л~ (а, г) =  сГ ( а ) с “г, ß ~  (а, г) =  C2" (a) VTO (13)
Система (11) приводится к уравнению четвертого порядка 
Ai A H2 А—— 2a2 fr_2_ _[_ а2 (ш2 а2) Л =  0. (14)
d z1 d z2
Общее решение этого уравнения можно записать в виде
Л (а, г) =  схен'г +  с2ек>г + съе~к'г +  (15)
где
K u  -  а  ±  Ы, а =  А + . г  +  +  j / l  +  J  . » -  =
(16)
или
А (о, г) =  (С, cos bz +  C2 sin bz) +  e~az (C3 cos ôz +  C4 sin дг), (17)
если положим ct -f- с2 =  C1, C3 +  C4 =  C3, i (C1 — c2) =  C 2, (c4 — C3) =  C4
Из системы (11) имеем:
B (a, г) =  U  f — - a 2 Л )  .
a a) \ r f z 2
И, подставляя значение  A (a, г), получим:
B (a, z) =  i (c{eK'z — — CiC-K**)
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Подчиняя  решения ( 6 ) - ( 8 )  краевым условиям (4) — (5), получим си­
стему восьми уравнений для неизвестных c f , cf,  C19 C2, C39 сІ9 сТ, C2
Kf K2b K1S Zf2S ah
~2~ , ~2~ , 2~. 2~ L ~2~
cIe +  Сіе +  СЗе +  Сіе =  6’1 е >
K1O K3S K1S K3S aS
C5C ~f- к  c?ß “t~ с iß ~  C\ с ,
K1S к, S KoS K0S I aS'
B (a, z) = eaz (C2 cos hz — C1 sin bz) + e~az (C3 sin bz — C4 cos bz). (18)
К Д _  K j b 2 2
K1 (Cf2 — съе2 ) +  K2 ( 2 — C f  2 )J = + 2 fia C1 e
K1S K1S K2S K2S "I aS
.K1 (C1C 2 — съе2 ) +  K2( c2e2 —J =  F*di e 2 ,
K1S K3 S K1S K2S aS
U c f 2 — c2e 2 + c 3e 2 — C f  2 ) 2 +  —  e-0,ft, (19)
a
K1S K2O . K1S K2S aS
i ( c f  2 — C f  2 +  C f 1 — C f 2 ) — C2 2 4--
a
K1S K1S K3S K2S aS
ZK1 (<:,£2 — Cf2 ) — IK2 ( c . f 2 — c f  2 ) =  —• F» 2 + ,
K1S K1S K2 S K2S aS
ікл ( c f  2 — c f 2 ) — iKo(cf 2 — C f 2 ) = Y-ZC2 e 2 — т\іе~а,г.
Из этой системы следует,  что C3 =  C1, C4 =  C2, сГ =  сЬ , = C2 . Тогда
и C3 =  C1, а C4 =  — C2. И из (17) и (18) будем иметь:
А (ос, z) =  е02 (C1 cos 6z +  C2 sin 6z) +  e~az cos bz — C3 sin ),
или
A (a, z) =  2C1 cos t e  ch az  +  2 C2 sin t e  sh az ,  
ß  (a, z) =  c°2 (C2 cos bz — C1 sin bz) +  e~az (C2 cos bz +  C 1 sin te)
или
B (a, z) =  2C2 cos t e  ch a z  — 2C1 sin bz sh az.
Теперь вместо системы (19) будем иметь систему четырех  уравнений 
с четырьмя неизвестными с ! , Cu C2,
0 _ 65 а8 . 68 . а Ь  + -  у-
2C|COs —  c h  P ZCo sin — sh — =  ,
2 2 2 2
ог  ( Ьао 65 ай 2С, a  cos — s h  6 sin — ch —
Ч  2 2 2 2
. /  . 68 а8 68 а8 \  + ~ T  / о т
+  2C2 ( a s i n — ch — +  6 cos — s h — =  — а^Сі , (20)
k 2 2 2 2
on ■ bo ao n + -  , „h— 2C, sin — s h  P 2C, cos — ch — = c2 e 4—
2 2 2 2 a
on i ■ b o  a o  boZC1 a  sin — c h  p 6 cos — sh — ) 4 -
1 2 2 2 2
Решая систему (20), получим:
С| = ____ Ш - е - «
Рг +  я-  ' P - jT 9 -
с /  = --------— —  (a.sin Go +  GshaS) ^
P2 +  д2
+с] =  - T j — ;
P




, Й  a8 i , 68 û 8 68 a8p =  оси. sin — s h  1  a sin — c h  \- b cos — sh —
2 2 2 2 2 2
.68 t a8 bb ab 68 aoq =  ajx cos — c h  Va  cos — s h  6 sin — ch —
2 2 2 2 2 2
(21)
Таким образом, при найденных значениях C1, C2, e t  и C2 решение 
выразится в виде интегралов:
OO
U+ ( x , z) =  j* [сIb (a) cos ах  +  с /  (a) sin хх]
о
O O
и~ ( дг, z) =  J [c f  (a) cos ах +  c t  (a) sin ах] Cizda, и -  (х, — г) = и+ (x, z), 
о
OO
и ( х , г) =  2 j  [(C1 (a) cos 62: ch az -+ C2 (a) s i n 6z s h  az) cos ах  +
о
+  (G2 (a) cos bz ch az — C1 (a)  sin bz sh az) sin лх] da.
Замечаем,  что поле симметрично относительно плоскости ХОУ.
§ 2. Пластинка  движется  в поле разноименных полюсов, располо­
женных, как  в первом случае. Первичное поле будет иметь вид
OO j , 6 I 00 I 5 I-  -гг a Sinax r* h-\—j?—\-z a sin OCXI* ~ I'1-"} z I Olli A __ л — \n+  +z a SIiI a x
Ho =  m \ e  1 ------------ d a; u0 =  — m \ e 1  rfa.
oJ a oJ a
З ад ач а  сводится к решению уравнений (1) — (3) с краевыми услови­
ями (4) — (5).
Как  и прежде,  решение задачи ищем в виде интегралов Фурье, ис­
пользуя единственность представления этого решения интегралом 
Фурье. При этом получаем
C3 Cu C1= C2, Ci = С\ , C2 =  с2 и Сз — Cu C4=  — C2.
В этом случае решение  выразится в виде интегралов:
оо
U+ (x , z) =  j* [С]+ (а) cos а д  -f- e t  (a) sin ад]  e~a2dx, 
о
OO
и -  (д, z) =  — j  [cf  (a) cos а д  +  c f  (a)  sin ад] e +az da, 
о
OO
и (x , г) =  2 j ( [C1 (a) cos 62 sh az  +  C2 (a) sin bz ch az] cos сих +
о
+  [Co (оо) cos bz sh az — C 1 (a) sin bz ch az\ sin a +  rfa,
І25
где
Ci (а) =  -  
e t (а) =
m YPi . - а л .  r  t . )  -  п
2 I п ‘2Pî +  7і 
ту
P l V q ]
7 e~'h\ C1 (а) =
P I I V l
- а  (/г—  —  j
(a sin 63 — b sh аЗ) e 2
C? (а) =
/га ;i
*л 2 I /г 2Ri ~г Я î
а  sh ао -f- б sin bo -j-
î > р»\ -I — а //г —  )
+  2а(А [ s in2 — ch2 — +  cos2 —I sh2 — ' л^  ‘ 1 ~ ~ 2 2
. Ьо ао . feô ао feo ао
/; =  au. sin — c h ----h я sin — s h ------- f  6 cos — ch — ,
2 2  2 2 2 2
bo ао 6ô ао , . bo аоq, = au  cos — s h ----h a  cos — c h ---------a sin — sh — .
2 2  2 2  2 2
§ 3. Пластинка движется  в поле четырех  магнитных полюсов 
расположенных как показано на рис. 2.
Рис. 2
Оставляя  прежние обозначения,  будем иметь:





7  - \ h v T - z \ *  d a
=  2  т \ е  cos ха sin а а  — ;
** а
°С ~~ ! T  +z I а . jda=  2т J е cos ха sin а  а  — .
о а
Как и в преды дущ их случаях ,  задача сводится к решению уравнений
(1) — (3). На границах см еж н ы х сред  имеют место условия ( 4 ) - ( 5 ) .  
Реш ение  задачи будем искать в виде интегралов Фурье ( 6 ) - ( 8 ) .  
П одчиняя  решение  (6) — (8) краевым условиям (4) — (5), получим 
систему восьми уравнений
D1S D2S D1S D2S aS
с{е 2 Ar C^e2 +  с3е 2 + с ± е  2 =  с ? е  2 +  —  sin a d -e~ ah,
а
1 2 6
Kx о KaO K1O KiO al
~  ~9~ O-  T  V  -  ~  T  fI t l lC^ e +  c2e? +  c3e +  c4e =  C1 e  sin ad -e -ah, (22)
a
K1S K1O k25 K2O aô
Ar,(c,e2 — c3e 2 ) +  Ar2 (c2c 2 — Ctf ')  =  — aupcte 2 +  2/«(i sin
K1 о K1S K2O k23 a S
/Ci ( ^ e  2 — c3e 2 ) +  /C2 (c2e 2 — c4e 2 ) =  ощсГe 2 — 2mv sin ad • е~ аЛ.
K1S K2S K1S K2O aô
i (c ,e2 — c2e 2f  Ctf 1 — 2 ) =  e .
Kx S K2S K1S K2 S ,aô
i (cxc  —  a 2e   ^ —j— C3C ~ —  c4c  ) =  Co c
K1S K1S K2 S K2S aô
Zat1 ( c j £ 2 — Ctf 2) — ік2 (c2e 1 — ctf  2 ) =  —  aji 2 .
K1Q K1о K2S K2O aô
ік { (cxe 2 — с3е 2 ) — ік 2 {c2e 2 — c4e 2 ) = a\ic£e 2 .
C3 = Cx, c4 = c2, c T  =  e t , c j  =  C2
Отсюда
и
C3 — C 1, C4 — — C2.
И вместо системы (21) будем иметь систему четырех  уравнений 
с неизвестными ct  (a), C 1 (a), C2 (a), e t  (a):
63 u ao ' bo , <20 + -  V  2m . , .
2Ct cos — c h ----- f- 2 Co sin — sh — — C\ e -I sin ad-e~ah,
2 2 2 2 a
nn I bo ao bo Uub\ f  . ЬЪ ao ЬЬ ab\2C1 a cos — sh — b sm — ch — +  2 C2 a  sin — c h  \- b cos — sh — =
aô
=  — осцсГе 2 +  2/Л)і s in (23)
I A  A f A  On o  . bo ao bo ao i “ Y
— 2C!Sin — s h  h2CoCOs— ch — =
2 2 2 2
о r  I . bZ ал, ao\— 2Cj I a sm — ch — - f  b cos — sh — +
\  2 2 2 2 /
. 0 _ / bZ u aZ .  .aS\ + -¾
+  z C, a cos — s h -------h sm — ch — =  — ^ c 2 e
'V 2 2 2 2 1
Реш ая  систему (23), получим
~ , . 2/и fi sin э-d. _ . . 2 m i i s i n a d  .
C| (a) =  n2 i -o • 9e~ah, C2 (a) =  - U -  ..
P2 +  q- P2+  q
+ /_\ 2/«ji sin arf
G («)
P2 + q2 O (■ b^fJ u2a 'J, 2 .9 ß8 \2aii sin- —  Sh2 h COS2 — Ch2 —  4-1 2 2 2 2
n- -L Q3
a s h a Z - b  sin — 1 ^ Ïa jx
+, s 2/«fi s inaef . Л , - , І (Л_т )C2 (a) = -----------------( a  sin ô o - j -ö sh aû) e v ',
ß '  +  <?2
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где q и р  определяю тся  по формулам (21). Тогда реш ение  выразит­
ся в виде интегралов:
Заметим, что мы можем решить задачу,  как  только нам  задано  пер­
вичное поле в виде интеграла Фурье. В частности, легко получить ре­
шение для  случая,  когда задано  первичное поле линейных токов.
Д л я  численного анализа  задачи лучше всего, пользуясь зависимостью
н затем уж е вычислять значения их на ЭВМ  в различных точках при 
различных значениях параметров.
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u~ ( X , z) =  j’ [с+ (a) cos ах  +  e t  (а)  sin ах ] еаг da,
O O
u (x, z) = 2 \ {[C1 (а) cos bz ch az +  C2 (а) sin bz sh az] cos cnx -f-
ö
+  [U2 (a) cos bz ch az — C1 (a) sin bz sh az] sin ax} den.
B =  rotA, записать  выраж ения  для  Hx и H2
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